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THE SPECTRAL STRUCTURE OF THE KLEIN-GORDON EQUATION IN THE
SCHWARZSCHILD, REISSNER-NORDSTROM, KERR AND KERR-NEWMAN
FIELDS. The structure of an energetic spectrum for scalar particles due to relativistic gravita-
tional effects, electromagnetic interactions and the rotation of central bedy in the Schwarz-~
schild, Reissner-Nordstrom, Kerr and Kerr-Newman space-times of general relativity is studied.
The numerical estimations of these effects for small primordial evaporating black-holes are
done.

Conienls : 1. The structure of the energy spectrum of quasi-bound levels for a quantum scalar
particle in the Schwarzschild field. 2. A scalar particle under the simultaneous action of gravi-
tational and Coulomb fields. 3. The structure of the energetic spectrum of a Klein-Gordon
particle in the Kerr gravitational field. 4. The structure of the energetic spectrum of a scalar

particle in the Kerr-Newman fields with small electric charge.

1. STRUCTURA SPECTRULUI CVASIDISCRET DE ENERGII A UNElI PARTICULE
CUANTICE SCALARE IN ¢iMPr SCHWARZSCHILD

1.1. SEPARAREA VARIABILELOR ECUATIEI KLEIN-GORDON IN SPATIUL
SCHWARZSCHILD

S4 examinim migcarea unei particule scalare de masd p in spatin
Schwarzschild, care se prezint# in coordonatele cu acelagi nume sub aspec-
tul (vezi, spre exemplu [1]):

: -1
ds? = (1 _ M) (edt)? — (1‘ _26M ) .dr? — 12 (392 -+ sin? 9 dg?)
rc? re?
(1)

Ecuatia Klein-Gordon pentru “particula in form# general covariantd se
prezintd in felul urmitor :

e f M ANNLLAY
((_g)m - (< gV g M)+ ; )w 0 @)
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Pentru stéri stationare de energie E, moment cinetic orbital L = #%.

-V(l(l +1), (1 =0,1,2,...)si proiectie a momentului cinetic L, = #im pe o

axd arbitrari 2(9 = 0), ce trece prin originea sistemului de coordonate
‘Schwarzschild vom avea :

- —iEllh
o —LEU iEi]

(DB_L’m = ‘L‘L.m(ry ) @)=c¢e 'RE.'(T) '_Y""(&; q;), Cee (3)

unde Y7(8, ¢) sint functiile obignuite sferice pentru spatiu plat :

2041 (—m)!
4 (I + m)!

Y7(9,9) =[ ]Pr(cos 9) etne (3.)

Functia radialé R(r) satisface ecuatia :

)
r? Yoeqdr ) dr c3r dr

A0 05 o
ke | c?r fe r2

care nu are solutii analitice exacte pe tot domeniul de definitie al coordo-
natei . Stérile stationare sint posibile pentru ci geometria Schwarzschild
este stationarii si are simetrie sferics.

In continuare, pentru a simplifica scrierea ecuatiilor, vom introduce
frecventa ciclich w = E/#, ce corespunde energiei ¥ si vom trece la siste-
mul rationalizat de unititi ¢ = # = @ =1, in care mirimile fizice si geo-
metrice se misoari in unititi Planckiene :

(3.b)

fie \ 1/2
My = (_G_) = 2177.10-%, Fp = My-c* =

2
= (E—(’i) = 1,959 - 10'® ergi
G

1/2
LPI = = (ﬁ) == 17616'10—33 cm’ t‘q :1;—“— —_=

¢t ¢

1/2
= (-ﬁ—G-) = 5,391.10-433,
05

ete. :
Yom norma stirile stationare ale particulelor, localizate in exteriorul

orizontului evenimentelor (razei Schwarzschild) r > B =2M cu aju-
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torul integralei :

C 72 dr
00 L% (— g)2q@8%2 = \ R*R —— 7 4
9% 4* Y(— g2 d3x S 1 & (4)
Rﬂ .

'>Rg-

Acest mod de normare rezulti din definitiile evadrivectorului densitéatii
de probabilitate §i a produsului scalar pentru ecuatia Klein-Gordon :

@M@=§S@mwa—wwmm—wwﬁ, (5)
dEu. fiind elementul de suprafatd de integrare. De aici :
@@»=p%%WNM¢=§S%ww%r—mwmﬂude%

iar vintegra]a (4) rezulté, daci vom lua in considerare' reprezentarea (3) a
functiei de unds i faptul, ci geometria Schwarzschild este diagonali.
Functiile proprii de undi, ce corespund stirilor stationare de energii .
® < p. au spectru continuu §i satisfac conditiilor de frontiers :
1 . wre '
R(r) ~ — (A e " + Be'“"), r* 5 — oo (6)
r . ,
§l:
1
E(r) ~ —exp (— (p? — w?)l/2r*) (7)
r , .
Coordonata r* este definitd in modul urmitor (coordonata ,»,broasca tes-

toasd” a lui Wheeler [17): o
' ™ =7+ R, In (r/R, — 1) (8)

Ea coincide practic cu r, ¢ind r — co §i tinde la — co, ¢ind r —» R,.

Stérile (3) cu un astfel de comportament (6 — 7) se normeaz3 cu ajutorul

functiei 8 a lui Dirae, pentru ci domeniul respectiv de definifie al coor-
donatei r poate si contind un numir infinit de stiri discrete energetice
in intervalul 0 < o << p. Dac# vom impune conditia B = 0, rezulty ime-
diat: & =0y — iy, adici spectrul de energii nu poate fi discret. In cazul,
cind y € w,, vom vorbi despre un spectru cvasidiscret de energii, pentru
care se realizeazd formula binecunoseutd a lui Breit §i Wigner din meca-
nica cuanticd (vezi, spre exemplu [2], sau [3)). Functiia de repartifie a
energiei in vecindtatea unui nivel cvasidiscret este :

PO - L [

- , }
_ N 0
A = ey @
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1.2. SOLUTIILE ECUATIEI RADIALE. APROXIMATIA NULA )

S4 seriem ecuatia radiali pentru o noud funcfie : F = VroR, unde
p=r—1R,: ’ ’

" + [0)2 . “2 + (2(1)2 _ Ma)Ra —l(l —{"21) ]F —
e e

(10)

_ [ o?R: Il +1)R, RZ ]F
p? p¥e + By)  4p%p + Ry)?

In cazul cind p » R, termenii ~ p~2(p + R,)! §i ~ p-%p + E,)-2 din
partea dreaptd a ecuatiei radiale pot fi omigi in scopul obtinerii unei solutii
aproximative a ecuatiei Klein-Gordon, pentru ca mai apoi si fie luati in
consideratie ca o micd perturbatie a acestei solufii. In cazul cind pR, <
< 1+ 1/2 termenul w2R;/p? de asemenea poate fi considerat ca o pertur-
batie (cu toate, cid acelagi termen determini comportamentul asimptotic
al funcfiei radiale de undi, cind p — 0).

Dacéi am localiza particula intr-un anumit moment de timp cu aju-
torul functiei de undi de tip coulombian, ce transformi in zero partea
stingd a ecuatiei (10), perturbatia din partea dreapté a aceleiasi ecuatii ar
cauza o mic# amortizare (stingere). Neglijind aceastd amortizare §i trecind,
astfel, la aproximatia spectrului diseret, vom considera partea dreaptd a
ecuatiei ca o perturbatie, ce creeazi structura fini a nivelelor energetice
ale particulei. Aceastd situafie este complet analogi unui oscilator armo-
nic, expus unei perturbatii de tipul fa3, cind spectrul devine continuu
(la modul riguros), insd in cazul unor valori mici ale parametruiui 8 valo-
rile discrete proprii ale energiei gi functiile de und# corespunzitoare descriu
comportamentul particulei in groapa de potential pentru un timp nu prea
indelungat comparativ cu timpul (perioada) de amortizare a oscilatiilor.

fn aproximatie nuli, funcfia radiali de undd pentru particula loca-
lizatd in groapa cvasinewtoniani de potential o vom reprezenta cu ajuto-
rul polinoamelor Laguerre :

Fu(p) = Cu(2Q, p)'** exp(— Q, ) Q24511(2Q, p) (11)
normate astfel, ci :
: L B k41 (=) n!
H = — x) = ~1)Hiy
Q5 (») T 1 y 6+ 1, @) k§0( ) FUm—j)! (n4k—j)!

(vezi [4], [5]). Drept argument in plus pentru aceasta servegte deseregterea
cit se poate de rapidi a funcliei I',;, cit si a densitd{ii radiale de proba-
bilitate (care este proportionald cu Fy;, ~ %) cind p — 0 (r — R,). Este
evident, c& solutia (11) se obfine din conditia mirginirii cregterii solufiei
ecuafiei (10), cind p — 0, la fel ca si mirimea Q, = (u? — w?)V'?, care este
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invers# razei Bohr a particulei din teoria atomului de hidrogen in spatiu
plat :

=—m=0,—1, -2 ... (12)

(2).= (G st - [ - )"~

®/a 2 8(uM)? n2

_ nZM?2 15p2M2 )
2n2 + 8n4 RERRE n

+ ... (13)

In aceasty aproximatie, aleasi drept nuli, spectrul particulei este
degenerat, adicd nu depinde de numsrul cuantic orbital (I). Dup# cum se
cunoagte destul de bine acelagi lucru se intimpld in cazul cimpului coulom- -
bian in tratare nerelativists [2—5], iar la nivel clasic aceasta corespunde
inchiderii orbitelor coulombiene (dar, evident, si a celor newtoniene, in
problema lui Kepler, vezi, spre exemplu, [6]). Acest fapt este cauzat de
o simetrie suplimentary (accidentald) a ecuatiilor de migcare nerelativiste
(atit cuantice, cit si clasice) a cimpurilor cu potential — a/r, ce se mani-
festd in existenta unei constante a migedrii (a unui operator comutativ
cu Hamiltonianul coulombian), numite vectorul excentricititii, sau con-
stanta Runge-Lenz [3, 4]:

e=___°‘_r__L><P; er=ercos (e,r) =L — ygr (14)
r "
-~ T L A_'A 7 A2 ~
6=t _Lxp_pxi [_P__i,e]:o (15)
r 2 2p 7

Cu toate ci componentele vectorului excentricitd{ii nu comuty reciproc,

ele comut3 totusi cu componentele respective ale operatorului momentului

cinetic orbital 1, ceea ce genereazi o algebrd O (4) (sau0 (3.1) pentru stirile
de spectru continuu), ce corespunde rotatiilor intr-un spatin euclidean
patrudimensional [7].

Revenind la formulele (12—13) pentru energia particulei scalare in
cimp Schwarzschild in aproximatie nuli vom mentiona cd, aceastd apro-
ximatie contine, spre deosebire de cazul nerelativist newtonian, o corectie
relativistd care {ine de redefinirea energiei cinetice in relativitatea gene-
rald, dar care nu depinde de numirul cuantic orbital, In paragraful urmi-
tor aceastd corectie va fi inclusi in aproximatia intiia relativistd, lueru care
nu schimb# esential natura efectelor relativiste gravifice.

Coeficientii de normare C,, pentru functia radials (11) ii vom obiine
din conditia urmitoare :

S r2(1 — R,/r)~! Rr)dr = SF?,;(p) dr =1, » (16)

Ry
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de unde :
1 : ’
2 Q40! a7)
nn —1 —1)!

1.3. METODA PERTURBATIILOR. CALCULUL ELEMENTELOR MATRICEALE.
STRUCTURA FINA A SPECTRULUI DE ENERGII

Vom calcula elementele matriceale ale interactiilor, ce corespund
termenilor din partea dreapti a ecuafiei radiale (10), aplicind metoda
standard a perturbatiilor din mecanica cuanticd in spatiu plat in cazul
fortelor centrale [2—5] i functiile radiale (11) cu coeficientii de normare
(17), calculati in compartimentul precedent al acestui capitol. Astfel, in
prima aproximatie a metodei perturbative, vom obtine :

AQ2, = (nlm |[W® | nlmy + (ndm [WP | nlm) + (lm |WP | nlm),

unde :
4u8M*
w3l +1/2)

I+ DR, | 2u° ML — 3y)
p*(e + Ky n3(l + 1/2)

m | WP | nimy = (WP = o?Ri{e™ ~

im |[W® |nlmy = (W2 = <

Este ugor de vizut, ci in cazul stérilor cu 1> 0 termenul W = Rj/4p?
(p + R,)? introduce o contributie de un ordin de mirime inferior. Starea
de baza s, ce corespunde momentului orbital I = 0 necesitd un studiu
aparte, insd caleulul direct al amortizirii pentru acest nivel [8,9] araté ci,
tn conditiile uM < 1/4, se realizeazd nivelul cvasidiscret $(! = 0) cu stin-

gerea :

M 5
o = & L (18)
na

care este mult mai micd decit distanta energetici intre subnivelele s ale
particulei, aceasta fiind localizatd la » > R,. Prin urmare se poate vorbi
despre existenfa nivelelor cvasidiscrete 8 in cimpul unor Black-hole-uri
mici ca masa M < M% /4p = 10-1/y (g), masa particulei fiind exprimati
tot in grame.

{ntorcindu-ne la structura find a subnivelelor s in cimp Schwarz-
schild vom mentiona. ¢ in acest caz termenul W® nu are o contribufie
neglijabild. Caleularea elementelor matriceale { W) cu functiile radiale
F,(p) in limitele B, < 7 < oo aratd, ¢ contributia principald in inte-
grala matriceald este adusdt in acest caz de domeniul: |r — R,| < ~ R,.
‘Aceasta ne oferd motivatia pentru a nu tine totugi cont de corectia respec-
tivd in limitele aplicabilititii teoriei perturbatiilor pentru aceste nivele :
pM < 1/4, cind stingerea (18) este neglijabil de micé.
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Astfel, prima corectie relativists la energia de legiturid a unei parti-
cule cu spin 0, ce depinde de mirimea, momentului cinetic orbital al par-
ticulei, este (pentru I arbitrar) :

A Q3 - (pM)3 — 310)'
2n T+ 1j2)

A(.\),.z - —

(19)

Vom mentiona, ci chiar si in cazul I =0 aceasts corectie este mai mare ca,
valoare absoluti# (aproximativ de 1 [uM > 1 ori) decit stingerea nivelului
respectiv, cauzatd de absorbtia particulelor in black-hole. Prezentim aici
formula definitivi pentru energia de legiturd a unei particule scalare
legate intr-un cimp gravific Schwarzschild, restabilind dimensiunea miri-
milor fizice, pin la termenii, ce confin G*:

( E ) 11 (GHM)z _(GP-M )‘ [ (8 — i) _ 15/3] (19.2)
e ), 2 \ on fion L+ 12

Dacé vom face o comparatie a acestei formule cu formula ce prezintd
energia de legiturd a unei particule scalare in cimp coulombian, in spatin
plat (vezi, de exemplu, [5]), vom conchide ci corectia de ordinul G* in

(19) este mai mare decit corectia de ordinul «* in formula pentru cimp
coulombian :

(L =3 ) (r2) o
et /o 2\l an ) 4\l 4 1412 4

deci, efectele relativiste in cimp gavific sint mai mari decit in cimp elec-
tric central. Vom vedea, c3 acelasi lucru se intimpld gi cu valoarea abso-
lutd a deplasiirii periheliului orbitei particulei in cimp gravific, care
rezultd foarte ugor din ecuatia (19).

1.4. LIMITA CVASICLASICA

Vom arita in cele ce urmeazd, ci in cazul migedrii cvasiclasice cu
moment orbital mare 7 > 1, corectia de ordinul G*, ce se confine in
ecuatia amintité, corespunde (in sensul principiului corespondentei) efec-
tului clasic de deplasare sistematicy a periheliului orbitei particulei de
proba in cimp Schwarzschild. In acest scop vom introduce invariantii
adiabatici ai Iui Bohr-Sommerfeld :

I, = %;p, dr = 2xn(n, +1/2); I, =§pod«9 = 2n(l —m + 1/2);
(21)
I, = 3€p¢d<? = 27m ;
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§i vom caleula variafia partii spatiale AS, a actiunii clasice pentru parti-
cula in cimp gravific: § = — ot 4 Lo + 8, + S, considerind planul
migedrii & = w/2:

2y M 15 5 6 (uM)2
_ D MYE — wfptr 4 el
75—l 4" V20 — wfu)?+ ==
(21.a)

Efectuind acest calcul am luat in considerare faptul ci momentul cinetic
clasic al particulei este egal cu L = I + I,, iar in planul § = =/2 inva-
riantul Iy = 0. Deplasarea periheliului orbitei 1a o singur#d turatfie a par-
ticulei va fi egald cu: :

AS, + 2= =

62 M?

0
A = - A.S,- =2 +
? aL( )= 12

(22)

’

ceea oo coincide cu valoarea einsteiniani (vezi, spre exemplu [1] sau 11,
127). Efectuind acelagi calcul pentru cimpul coulombian vom obtine,
bineinteles :

Z2a?

3
= (23)

Ap = 2 +

’

deci deplasarea periheliului in acest caz este de 6 ori mai micid decit in
cazul cimpului Schwarzschild, dacé vom inlocui mirimile efectiv echiva-
lente uM — |eQ| = Za.

Relatiile (19) si (19.a) au fost obtinute in lucrarea [12].

2. PARTICULA SCALARA SUB ACTIUNEA CONGOMITENTA A CIMPULUI GRAVIFIC
SI COULOMBIAN

2.1. EGUATIA KLEIN-GORDON iN ciMP REISSNER-NORDSTROM

S% oxaminim in continuare structura spectrului ecuafiei Klein-
Gordon pentru o particuld scalari cu sarcina electrici e aflaté in cimp
Schwarzschild, cind corpul central este incdrcab electric cu sarcina:
—Q=— Ze. Semnul sarcinii l-am ales astfel, ca produsul eQ = Ze? si fie
pozitiv in cazul interactiunii cu caracter atractiv. 1n cazulcind Q@ <JGM =
> 1,71 -10%(M [Mo)C geometria spatiu-timpului in afara orizontului
de evenimente r > R, nu este afectatd de sarcina electricd @ a corpului
central si doar in caz contrar se realizeazi geometria Reissner-Nordstrom.
in sistemul de unititi ¢ = G = 1, pe care il vom folosi in continuare ea
se prezintd sub forma :

2
ds? = (1 _ 2M +_Q__) (edty? —
7 72

(24)

1"2

2 =1
_ (1 _ L@ ) drt — 12 (d 92 -+ sin® Sdo?)
; _
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cu orizontul de evenimente plasat la r=r,= M 4 (M2 — Q2)¥2, Con-
ditia egalititii fortei coulombiene cu cea newtoniani eQ = yuM implics
pentru electroni: @ ~ 8,38 - 10-2(M/M)C, si prin urmare Q@ < M.
Potentialul vector al cimpului electromagnetic asociat geometriei
Reissner-Nordstrom (sau Schwarzschild, in cazul cind @ < M) are o singuri
componentd nenuld, la fel ca gi vectorul intensitdfii cimpului electric :

4,=-2 5__9, (25)
r r2 .

Ecuatia Klein-Gordon are urmitorul aspect, considerind §i # =1 :

[—o2

+ iedn af:u —e? A, A% 4 p@] ®—0

Acestei ecuatii i se adaugd pentru completitudine gi una complex conju-
£atd in raport cu (26). Separind partea temporali, vom prezenta ecualia
(26) sub forma :

[ — ¢"(i 0, + ed,)? + g'ied,d, + p® +

(26.a)
0 ]
— a2 2 gkm Y ® =0
+ (—9) ax"(( 9"y axm)] ’
unde k, m =1, 2, 3 (r, 9, ¢).
Cvadrivectorul densitd{ii de curent este dat de formula :
JH = —;— ie {O*(D*®) — (D*®)*P}, (27)
unde D, inseamni :
' 0
D,=——-4ied 28
p= s ied, (28)

Funectia de undé pentru stirile stationare de energie w, moment cinetic
«orbital 1 gi proiectie a momentului cinetic pe axa § = 0 are aspectul
{3), ecuafia radiala, insd, fiind alta:

(3 () (= 9) {2 -o o

cu: Yr) =1 — 2 Mjr + Q¥r.
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2.2, SOLUTIILE ECUATIEI RADIALE

Ne vom limita in continuare la cazul @ < M, cind sarcing electricd a

‘corpului central nu perturbi geometria spatiu-timpului in exteriorul razei

Schwarzschild, cauzind insd o interaciie suplimentari (coulombiani) intre
particula de probd gi corpul central. Tn acest caz funcyia Y?%(r) se reduce

la Y¥r) =1 — 2 M/r. Considerind, ci pM ~ |eQ| = Z« < 1 + 1/2, vom
formula ecuatia radiald pentru o noud functie F(p), definitd ca si in para-
graful precedent :

F"+{m2— 2 4. (267 = )M + 0eQ _z(z+21) }F=
p P

(30)

2
_ __[(2mM —zl— eQ) 4 22Ul +31)M ]F,
e e
neglijind, ins3d de la inceput tei'menii, ce scad la infinitatea spatfiald mai

rapid decit 1/p3.
Vom introduce in continuare energia nerelativists :

e=w—p (31)

§i vom avea in considerare faptul, c# in cazul stirilor cvasistationare
e < 0. Ecuatia (31) in termeni relativigti pin# la gradul ~ v%/c? are

‘urmiitorul aspect :

1 F7 pM 4 eQ UL +1)
2p F +[e+ P o 2ppt ]‘+
(32)
2
+2L[ez+ 2¢(4pM + €Q) +(2pM-i—eQ) n 21(1-{—31)114 ]20_
9 P P °

Este clar, ¢4 aproximatiei nule (nerelativiste) ii corespund functiile radiale
(11) cu:

Q, = M;i@ ’ (33)

§1 nivelurile de energii :

(i) _ (2P~M + €Q)? , (33a)
\ B 2n?

In cazul respingerii electrice (eQ < 0) stirile cvasilegate sint posibile doar
pentru sarcini electrice @ > — uM/e. In caz opus particula resimte la

.
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distante mari de corpul central (r > R,;) repulsie, astfel incit stirile cvasi-
legate (sau orbitele clasice mirginite) sint imposibile.

2.3. CORECTIILE RELATIVISTE

S3 evaluim contributia termenilor relativigti din ecuatia (32) la
energia nivelelor respective :

_ _32_>E<V<1>>:_M; (34)
2u 8n
- (s DY, o oy - MM QU 4 00) g

Contributiile objinute provin de la redefinirea relativistd a energiei in
c¢imp gravific si coulombian, care in paragraful precedent a fost inclusi in
aproximatia nuld, aceasta neeliminind degenerarea nivelelor energetice
dup# numérul cuantic de orbity L.

84 examinim in continuare termenii, ce corespund efectului de
deplasare a perihelinlui orbitei particulei : :

oy _ [/ 2eM eQ)2> M QR G e
2u.p? 2n3(1 4+ 1/2)
<V(4)> _ <l(l + 13)M> _ P“ZM(P“M + eQ)3 (1 - 8lo) (37)
e n3(l 4 1/2)

Astfel, in prima aproximatie relativists (~ v2/c?) obfinem urmi-
toarea formuld pentru energia nivelelor a unei particule scalare (de spin 0)
cu sarcina electricd in cimpul gravific al unui corp de asemenea incircat
electric, restabilind dimensiunile fizice ale mirimilor :

( B ) _q1_ (GpM A eQ)* (GuM + ¢Q)?

ue? 2(nfic)? 8(nfic) F(5GuM + Q) —

(38)

pe?

(GuM -+ eQ)? (2Gp..M(G'p,M + eQ) (3 — 8,0) + (ﬂ 2
2n3(%e)? (I + 1/2) (fic)2 10 ¢ )
Be poate verifica destul de ugor, ¢ in limita @ = 0 aceasty formuly con-
cordd exact cu formula (19), dedusi anterior pentru cimpul Schwarzschild,
iar in limita M = 0 se obfine formula (20) pentru structura find a parti-
culei cu spin 0 in cimp coulombian. Aceste corespondente sint posibile,
fiinded in conditiile mentionate mai sus cimpul gravitational i cel electro-
magnetic sint independente si nu se perturbj reciproc. Este interesant s
remarcim, ¢ energia totald de legiiturs (38) se prezintd ca suma energiilor
{19 a) si (20) plus energia de interferents.
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2.4. DEPLASAREA PERIHELIULUI IN SPATIU-TIMP REISSNER-NORDSTROM

Aceeasgi constatare se referd gi la valoarea absoluté a deplasirii perihe-
liului orbitei in cazul superpozitiei de cimpuri, care se calculeazi in maniera
amintitd in paragraful precedent :

9

Ap = 2xn + Lot

(6(GpM)* + 6GuMeQ + (eQ)®) (39)

Am pistrat intenfionat in aceastd relatie dimensiunea fizici a mirimilor
fizice pentru a pune in evidentd natura diferitd a forfelor, ce cauzeazi
acelagi efect cinematic. Din aceastd relatie se vede in mod explicit, ci
valoarea absoluté a deplasiirii periheliului orbitei in cimp coulombian este
de 6 ori mai mic# decit in cimp Schwarzschild, iar valoarea minimi a
acestui efect pentru o particuld incircatd in cimp Reissner-Nordstrom cu
Q < JGM se atinge in cazul, cind Q — — GuM Je.

Efectul complex de deplasare a periheliului in cimp Reissner-Nord-
strom (precum §i structura find respectivd (37) — (40)) a fost calculat in
lucrarea autorului acestui studiu [12].

3. STRUCTURA SPECTRULUI DE ENERGIL AL PARTICULEI KLEIN-GORDON
IN ¢IMP GRAVIFIC KERR

3.1. GEOMETRIA KERR SI ECUATIA KLEIN-GORDON

Vom studia in continuare structura spectrului de energii al unei pa-~
ticule Klein-Gordon in cimp gravific Kerr [13], sau [1], care in coordona-

te Boyer-Lindquist [14] se prezintd sub forma :

4GM rasin? §

26 My )(cdt)2 + dtd —
e

c2

ds? = (1 —
(40)

‘ 2 gin¢
——%—drz—zd«‘)z—(rﬂ_}_ﬁ_}. 2GMra? sin® 9 )dcp-"-

pea

cu Z =124 a?cos? 9 §i A = r2 — 2GMr/c? + a2

Aceastd metricd este axial simetricd (fiinded nu depinde de coor-
donata unghiulard ¢) si stationarid (fiinded coeficientii metrici nu depind
de coordonata timp ). Parametrii, care determini geometria sint masa
corpului central M §i momentul cinetic de rotatie J = Macn,. Tn limita,
in care ¢ — 0, geometria Kerr trece in geometria Schwarzschild (1).
Suprafata gs = 0 determind limita stationard a geometriei Kerr. Solufia
pentru aceasti suprafati este :

212 1/2
ro(9) = GM + (g—ii — a? 00829)
C

c2
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In interiorul acestei suprafete toti observatorii fizici sint implicati in
migcare de rotatie in jurul corpului central, indiferent de conditiile ini-
tiale ale migearii.

Orizontul evenimentelor pentru un observator din exterior ce cores-

punde solutiei mai mari a ecuatiei: g, = 0, pentru care gasim :

GM | (GM® 12
T+ ={—c—2——{—(——04——a2) (42)

Valoarea maxim posibild a parametrului lui Kerr (a), admisi de principiul
cauzalitéitii, se determind din conditia existentei unui orizont real in
jurul singularitéifii: 0 < @ < GM/c%. La limita din stinga a acestei ine-
galitdfi se realizeazdi solutia Schwarzschild a ecuatiilor Einstein, iar la
limita din dreapta — solufia Kerr extremali. :

Domeniul de spatiu-timp cuprins intre limita stationard 74(9 si
orizontul r, se numesgte ergosferd. In acest domeniu nu este posibils mig-
carea cu r = const fird rotatie in jurul giurii negre. In acelasi timp numai
din zona aflatd in interiorul orizontului de evenimente nu existé posibili-
tatea evadirii in exterior.

Partea spatiald a functiei de undd a ecuatiei Klein-Gordon (2) satis-

face ecuatia urmitoare (vom folosi in continuare sistemul de unitéti
c=h=G=1):

{— R A i (S )}4» (r, 9, 9)= 0
‘ o ox™
(43)

In aceasts ecuatie am folosit notatiile : k;m = 1,2, 3 (r, 9, ¢), I,=— i—ai

P
reprezentind operatorul proiectie al momentului cinetic orbital al parti-
culei pe axa de simetrie Oz ($ = 0), care este o integrald a migcirii :

Ly =mi (44)
3.2. CONSIDERATII ASUPRA STRUCTURII SPECTRULUI DE ENERGII

In caz general energia particulei scalare depinde de numerele cuan-
tice m, I, m, precum si de parametrul de rotatie al sursei a. Insd in com-
ponentele contravariante ale tensorului metric ¢g*” intr# doar pitratul
parametrului de rotatie a?; respectiv in partea spatiald a operatorului
D’Alembert intri doar patratul proiectiei momentului m?2 Deci energia
totald a particulei scalare se va prezenta in felul urmitor :

© = O 1mmla, a®) (45)

S4 examindm in continuare cazul particular 2pM <141 /2 cind
parametrul a este arbitrar. Migsearea particulei este nerelativistd in acest
caz, iar in prima aproximatie spectrul de energii este aseminitor celui de
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hidrogen. Insi, in urmitoarea aproximagie — intiia relativists ( ~ v2/c2),
sint posibile devieri de la formula (19) pentru structura fini, cauzate de
schimbarea componentelor diagonale ale metricii §i dependenta acestor
componente de parametrii a? 5i m2. Cu alte euvinte se schimbé# geometria
spatiu-timpului in domeniul barierei §i a gropii de potential. Energia
particulei scalare poate fi prezentata sub forma :

TN 5y 2
( w) 1 BT, Aounm20Y) | Awun (4) (46)
e ) im 2n? 7 M

Energia Awpimi(a?) formeazi structura find a nivelelor energetice. in
cazul @ < M dependenta acestei pirti de parametrii m? §i a2 dispare,
astfel, incit structura find este determinati de formula (19.a) mentionats
anterlor In acest caz se realizeazi geometria Kerr linearizats, dupé, parame-
trul a (sau geometria Kerr cu rotatie slabi) :

in2
dst — (1 __2M)dt2+4Masm Sdtdcp .
r r
a7)
( 1 311) dr? — 12(d9? + sin? 8dg?)
r

in care separarea variabilelor ecuatiei Klein-Gordon poate fi obtinutd cu
ajutorul functiilor sferice armonice, momentul orbital cinetic L = JI(T + 1),
fiind o integrald exactd a migecdrii si in acest caz. Devieri de la formula
(19) pentru structura fin& sint posibile doar in limita extremi a geometriei
Kerr (a — M). Se poate, insd, demonstra la modul riguros, ci in acest caz
num#rul m? va figura doar in termenn

ud M4 pla®  m?

Fa e T U —

nt n? 12
prin urmare putem considera, ci :
Aw? = Awum(a?) = Aoy(a?), pentru 2uM <1+ 1/2sia < M
iar dependenta acestei energii de a2 este slabi.

3.3. EFECTUL LENSE-THIRRING CUANTIC

Interactiunea particulei cu componentele nediagonale ale cimpului
gravific g,, formeazd contributia in energie Aw® = Awum(a), care este
descrisd prin termenul al doilea in ecuatia (43). In cazul stirilor cvasista-
{ionare particulele sint localizate la distante mari de centru in comparatie
cu raza-Schwarzschild, prin urmare aceastd interacfiune.de ordinul- »?/c?
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poate fi calculatd independent de caleulul structurii fine Aw®. Aplicind
metoda perturbatiilor, vom obfine :

Aw® = Awum(a) = <nlm 2J:;L 'nlm> = (nlm| — 2Q -L|nlm) =
7 .
(48)
m(ud)*(pa)

I

. (1 —
Y ma s ¢

functiile radiale fiind cele din relatia (11), iar vectorul  — vectorul vite-
zei unghiulare de precesie Lense - Thirring [1, 11, 12]:

Q— 3d-rr I (49)
78 »3

Relatia (48) a fost obtinut# in lucrarea [15].
- Energia totald a particulei in cimp Kerr cu rotatie slabi (¢ < GM [e?)
se prezintd sub aspectul : ,

( E _ 1 GuM>  (GuM) ((B— S 15 4
pe? ),,,,. o 2(nkc)? (n¥e) ( T +1/2) 8 )

(50)
2pac (GuMsm

% n3(Fe)t Il + 1/2) 1+1)

(1 - 810);

mentionind inc# o datd cé doar penultimul termen va suporta modificiri
- nu prea mari in cazul, cind se va trece la rotatii arbitrare 0 < a < M ,
celelalte contributii fiind de un ordin mai mic (in puterile lui @) decit G*.

Astfel, interactiunea suplimentari intre momentele cinetice ale
corpului central §i 4 particulei eliminii complectamente degenerarea nive-
lelor de energie ale particulei scalare, atit dups valoarea proiectiei momen-
tului cinetic al particulei pe axa de rotatie a corpului Kerr, cit si dupa
orientarea acesteia. Fiece nivel cuantic al particulei cu numerele n 511
se despicd in 21 4 1 subnivele in corespundere cu numirul total de proiec-
tii posibile ale momentului cinetic orbital al particulei pe axa de simetrie a
cimpului extern. In acest sens despicarea ob{inutd amintegte despicarea
normald Zeeman a liniilor spectrale atomice, observabile in cimpuri magne-
tice slabe, dacd nuse {ine cont de efectele de spin [3, 16]. Mentiondm,
totugi, cd despicarea (48) creeazdi structura hiperfind a nivelelor energe-
tice pentru o particuld scalard, intrucit :

Aw® pM  m]
Aw® 141 i

<1 (51)

Vom mentiona, de asemenes, ci efectul cvasimagnetic al cimpului
gravitational de rotafie asupra radiatiei a fost mentionat pentru prima
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datd de Ya. B. Zel‘ dovici [17,18], care a ardtat, cd fotonn emigi de citre
un atom in eimp gravific Kerr vor avea linii Spectrale despicate in mod
analog cu despicarea Zeeman in cunp magnetic. Deosebirea. efectului,
considerat de noi, constd in faptul, cd radiatia este emisd nu de un atom,
¢i de o particuld, legata, grav1ta1:10nal de un corp (eventual un black-hole)
de rotatie.

Se poate demonstra, ci efectul examinat aici corespunde la nivel
clasic efectului Lense-Thirring de deplasare gistematicd a periastronului
orbitei §i de precesie a planului orbitei unui corp (daci acest plan nu este
ecuatona]) in cimpul grav1flc al altui corp de rotagie {1, 11]. Folosind
invariantii adiabatici ai misedrii cvasiclasice (21), vom ca.lcula variatia
pirtii spatiale a actiunii clasice S = — ot + mo + 8§, + Ss in mod similar
celui din compartimentul 1 gi vom obtine legea evoluplel in timp a vec-
torului excentricitéitii e si 2 momentului cinetic orbital al particulei :

&' _axLn; L _ _axe (52)

dt dt

Astfel, efectul de despicare “cvasimagnetici a nivelelor energetice
ale unei particule scalare poate fi numit efect Lense-Thirring cuantic [12].

4. STRUCTURA SPECTRULUI DE ENERGII AL PARTICULEI SCALARE iNn cimp
KERR-NEWMAN CU SARCINA ELECTRICA MICA

4.1. GEOMETRIA KERR-NEWMAN S$I ECUATIA KLEIN-GORDON

S4 examindm situatia complexi, cind corpul central in afard de
moment cinetic propriu J = Macn, este incircat electric cu o sarcinid
— Q = — Ze. In cazul, cind sarcina electricd este arbitrard, dar GQ?/c*+
+ a2 < G2M?/ct se realizeazé geometria Kerr-Newman (vezi [1]) cu orizon-
tul de evenimente plasat la:

re = GM/c® 4+ (G M2 e GO )1/2 (53)
C

64

Ne vom limita, insd, la cazul, cind @ < V6m , astfel ineit in exteriorul
orizontului de evenimente se realizeazii de fapt geometria Kerr (40),la
care se adaugd un evadrivector potential al cimpului electromagnetic :

A, = (— @r/Z, 0, 0, Qrasin? §/Z) (54)
81 cimpul electromagnetic respectiv :
r?2 — a? cos? §

F = _Q——zz—drA[dt——asinzq‘}dq:]——

— % . arsin 29d9 A [(r? + a?)dg — adi] (55)
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: Ecuatfia Klein-Gordon in forma generald este dati si in acest caz de
. relatia (26). Vom prezenta aceastd ecuatie pentru partea spatiald a functiei
- de undd, avind in vedere stationaritatea geometriei Kerr-Newman si a
cimpului electromagnetic asociat :

[_ g(0? — wed, + e243) + p? 4 (— gpie 2

. )
— gV gm | 4
ox* (( e )

ox™

+ g%[(e — ed,) (m + edy) + om — e2 4,4,] — (56)

— edog(m + edy)] ]w, 3,9) =0

Rindul de sus al acestei ecuatii coincide cu ecuatia (26.a) pentru partea
spafiald a functiei de undé in cimp Reissner-Nordstrém, cel de jos fiind
un adaos, introdus de rotatia black-hole-ului. In cazul anuldrii cimpului
-electromagnetic obtinem ecuatia (43) pentru metrica Kerr.

4.2. STRUCTURA SPECTRULUI INTERACTIA MOMENTELOR CINETICE

Ne limitdm in continuare la cazul, cind ,,coada’” newtonians a po-
tentialului de interacfie este bine delimitatd de orizontul evenimentelor
printr-o barierd centripetd, adici :

2pM +eQ) <1 +1/2,a < M (57)

Repetind studiul acestui caz, efectuat pentru metrica Kerr, vom
-conchide, ci energia de legiturd a particulei scalare se prezinti in forma :

| N
; 1 (gM:—eQ)

o=p— —

5 -+ A(’)n,l.mﬁ(er. a/z) +A°3n’l,m(Ma') +A(’3n,l.m(Qa)

(58)
ﬁg -dependenta termenului Awy,,m(eQ, a%) de m? si a2 fiind slabi.
| -Caleulul acestei contributii pentru un cimp Kerr extremal (¢ — M) este
dificil §i nu va fi prezentat aici. Oind rotatia corpului central nu este
-extremald, acest termen determind structura fini a spectrului de energii
§i se prezintd prin suma termenilor (36) gi (37), calculati in comparti-
‘mentul 2 al acestui studiu, cu ajutorul funectiilor radiale de tip (11). Aceasti
-contributie, cum am accentuat anterior, corespunde efectului clasic de
:avans al periheliului particulei in cimpul fortelor centrale :

(pM + eQ)?

A —
=R+ 1)2)

[ % -(2uM+eQ)2+HM(uM+8Q)(1——Szo)] (59)
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Contributia interactiei dintre momentul cinetic propriu al corpului
Kerr si cel orbital al particulei incircate se calculeazi la fel ea gi in com-
partimentul precedent, folosind aproximatia nuld uzuald :

Awy 1 mla) = <nlm'?—"—:—‘ nlm> = (nim| — 2Q-L| nlm) =
T

(60
sy BMH + €Q)? ‘

A vy A

Evident, aceastd contributie se anuleazi, cind produsul maM = 0. Inte-
ractia electromagnetici in acest caz modifici doar valoarea absolutd a
despicirii nivelelor de céitre momentul cinetic al corpului central. Vom
mentiona, de asemenea, ci contributia celorlal{i termeni din paranteza
intlia a rindului de jos a ecuatiei (56) este neglijabild in acest context.

4.3. INTERACTIA MOMENTELOR MAGNETICE

Provenienta ultimului termen in formula generali (60) pentru ener-
gia particulei scalare in cimp Kerr-Newman este legati cu momentul
magnetic propriu al corpului Kerr incircat electric

M-~ L g, (61)

care creazd un cimp magnetic dipolar cu componente dominante (la dis-
tante mari » »7;) intr-un sistem de referin{¥ asimptotic nemigcat [1]:

B =Fa~=—ﬁ~’_ﬁ’——.—_- ——24%0089
® 72 8ind 73
¥y Qa .
By=F-r=—""9_ >~ _ T 5iny 62)
® ®7  rsin & 73 2

gau in forma vectorial¥ :
_ 3r(M-r) — Mr?
- 75

B (62.2)

Componentele (62) ale cimpului magnetic se calculeazi din relatia (55),
de unde rezultd imediat momentul magnetic al obiectului Kerr-Newman.
(Este remarcabil; cum mentioneazi autorii tratatului [1], c¢i factorul
giromagnetic pentru un black-hole Kerr-Newman coincide cu cel al elec-
tronului). Termenul al doilea din rindul de jos al ecuatiei Klein-Gordon
(56), proportional cu ¢g*°, contine interactia momentului magnetic al par-
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iculei, datorat misciirii orbitale: m = L cu momentul magnetic al

@

orpului Kerr M, exprimat in formula (61). Contributia acestei interactii
. 8pecifice se calculeaza in mod analog cu calculul anterior pentru interactia
irectd a momentelor cinetice : .

Arn.1.m(Qa) — <mml _m i“

-r

nlm> = (nlm| — B-m| nlm) =

» (63)
rng. QWM + €Q)?

(1 — &)
20311 + 1/2) (1 + 1)

=p

. Astfel, contributia totali a interactiunii evasimagnetice a particulei
“#calare cu un corp Kerr inciircat electric se va exprima prin formula :

Aw,m(@) = {nlm| — B-m — 2Q.L| nlm) :<nlm Qaem
2ursd
(64)
(Y] 3
_+_ ‘JM(:m ,nlm> — Hzma . (4:IJ’M3+, eQ) (!J‘I’/I + eQ) (1 . 8[0)
r 2n3Yl + 1/2)(1 + 1)

‘Cum se vede in mod absolut convingitor din relatia obtfinuti, despicarea
cvasimagnetici a nivelelor este in intregime datoratd rotatfiei corpului
central. Energia totald a particulei in cimp Kerr-Newman in aproximatia
adoptatd este :

( E ) _ 1 GuM +eQ)? | 3GuM + eQ)®
l-wz alm 2(nﬁc)2 8(%%0)‘

“(5GuM - Q) —

(@M Q) (6uMGuM + Q) . 6 \?

| 2ns(ho): (U + 1/2) ( (Tic)? (B = %) + ( ﬁc) )+ (65)

mua(dGu + eQ) (GuM + eQ)®
2Fi(nic)? U1 + 1/2) (1 + 1)

1 — &)

Mentiondm, ci contributia ,,suportului” gravitaional (newtonian) in va-
loarea absolutéi a energiei de despicare a liniilor spectrale in cimp Kerr-
Newman este de 4 ori mai mare decit cea a ,,suportului” coulombian, cum
r Tezultd din ecuatiile (64) si (65). Aceasta se explicd prin faptul ci energia
de interactie totald in cimp magnetic §i gravitational (ce nu se perturbi
Teciproc) este :

—3n-M)(n-m) +M-m

Ur)y=—Bm —2Q L =
73

+

+ 2

ST e R R e TR AR T e T e T

JL—3myH(nL _M-m+2L =( eQ

2
73 r3 2uM + )
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cici :

2u

Evident, ca si in cazul geometriei Kerr putem deduce din relafia
obtinutd legea migcdrii vectorului excentricititii ¢ §i a momentului cine-
tic (magnetic) orbital al particulei. Un calcul analog celui prezentat in
compartimentul precedent arati, ci :

29_=_(”Q +1)ﬂ><e; iL-=_( « +1)nxL
di 4u M dt 4p M

(67)

—d—IE:—( eQ —}—1)9><M,
d? 4pM

ceea ce denotd o migcare de precesie a planului orbitei cu frecventa Larmor
efectivi :

[ €@ o - [Q . 1, — 3n(n - n,)
Q= (5 +1)-0 = — o3 + ) = (63)

sau, restabilind dimensiunile mirimilor fizice :

ot = (GM + [eQ ) a . Sneos$ — m, (68.a)
4p erd

Aceastd precesie, cum s-a mentionat deja, include gi o deplasare supli--
mentard a periheliului orbitei in raport cu cazul cimpurilor de simetrie
sfericd Schwarzschild gi Reissner-Nordstrém. Efectul de precesie a planului
orbitei nu are loe, doar in cazul, cind acest plan este ecuatorial ( x L =
= 0). Vectorul excentricititii e exercitd o migcare de rotatie in jurul vec-
torului Lense-Thirring © cu frecventa respectivi (68). ‘

5. CONCLUZII

Stirile cvasilegate ale particulelor cu masa de repaus nenuli.
se realizeazd -in cimpurile Schwarzschild, Kerr, Reissner-Nordstrém
- §i Kerr-Newman in cazul cind pM < M%,/4, avind un spectru
energetic asemandtor cu cel al atomului de hidrogen. Un astfel de spectru
ar putea fi detectat in radiatia Hawking electromagnetics [19], emiss de:
giurile negre mici in evaporare. -

Liniile spectrale de absorbtie (2p — 1s) cu o energie de tranzitie :
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-pentru pionii (n*) aruncati de pe 1s pe 2p ar trebui si apari in cazul
- absorbtiei fotonilor emigi de black-hole. Probabilitatea tranzitiei dipolare
- electromagnetice (1s — 2p) se calculeazi destul de ugor [20]: :

w:(z)s.a.ﬂ(ﬁ}_‘[_)t . (70)
3 i M3,

Intervalul de valori numerice, indicat in relafia (69), corespunde interva-
lului de mase de black-hole-uri de 57 -10'¢ g ce se evaporeaz# in epoca
actuald in rezultatul efectului Hawking (vezi [21], sau cercetdirile mai
recente [22], care nu modificd serios aceste limite).

Un alt proces, care ar putea si puni in evidentd existenta nivelelor
cvagidiscrete pentru particule cu masa de repaus nenuli este ionizarea
directd a lor cu radiatie de fotoni [23]:

nt 4y - 7wk,
precum gi:
Ty Tty

T+ v, — T+ v —e

Liniile de emisie cu aceeagi energie ar fi un indiciu asupra efectului
de instabilitate bosonicd a giurilor negre Kerr primordiale formate cu
moment cinetic mare {24, 20].

in cazul fluctuatiilor de sarcini electrici a black-hole-ului energia,
oe corespunde liniilor de tranzitie (2p — 13) se deplaseazs :

By — B, =_3_(P'M

2
+7Z 1
MI%I + ‘1) ) ( )

pe? 8

in funcfie de semnul interactiunii coulombiene.

Efectele relativiste gravitationale in cimpurile Schwarzschild si
Kerr formeazi o structurd fini gi hiperfini a spectrului de stiri energetice
al particulelor (scalare). In cazul, cind se realizeazi conditia :

2G My

<1/2 (72)

aceste efecte formeazd struetura find §i hiperfini pe fondul spectrului de
tip hidrogenic nerelativist. Mentionim, ci despicdrile respective ale liniilor
spectrale sint mult mai mari decit lirgimea cvasinivelelor, cauzatd de
absorbtia particulelor scalare sub orizontul de evenimente al black-hole-ului.
Efectul specific relativist pentru particula scalarii in cimp Schwarzschild
constd in despicarea nivelelor 2p gi 2s :

E,, —E,, ___{(Gp.M)‘___}_(uM ‘ (73)
- po? 4\ %o 4 M%l) '
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Aceeagi valoare a efectului se pistreaza, $l in cimpul Kerr in cazul
rotatiilor slabe (a <GM Jc?), modificindu-se doar in cazul rotatiei apropiate
de cea extremald (a — GM/c?). Despicarea relatlva (73) a nivelelor 2p si
28 in raport cu masa de repaus pentru un pion =* sau =n~, pusi in evi-
denti aici, ar constitui pentru cazul unui black hole in evaporare la epoca.
actuald [21] un efect de mirimea : :

E,, — E,, .
=22 — 0,001 = 0,005 (74)
pe? .

Mentiondm, ci acest efect este de trei ori mai mare decit efectul analog
pentru particula scalard in cimp coulombian in spatin plat (vezi, spre
exemplu, [5]). Comparatia se face dupéd substituirea pM/M3 — Zo.
Efectul acesta reprezintd analogul cuantic al efectului clasic bine-
cunoscut de deplasare a periheliului orbitei in cimp gravitational relati-
vist §i a fost calculat in luerdrile [12, 15].
Formula de mai sus (74) se m0d1f1ca. substantial, in eazul, cind corpul

central si particula sint incircate electric. In acest caz:

Eyp— By, — (GuM + eQ)*?
pe? 12(fe)*

(3(GuM )‘2 + 3GuMeQ+e*Q?) (75)

Interactia orbitei particulei cu momentul cinetic propriu al giurii negre
Kerr cauzeazi despicarea nivelului 2p al particulei scalare in trei subnivele :
2p*t 2p° 2p-1, energia cirora diferd cu:

AE,, pac ] (G;J.M )4 _ 1 a (pM )5 (76)l

wer 12k \ T 6 R, \ M3

Aceastd despicare aminteste de efectul Zeeman de despicare a liniilor spec-
trale atomice in cimpuri magnetice relativ glabe, cind nu se ia in conside-
ratie splnul electronului. » ¥

Prezint$ interes in acest concurs de 1del ca.lculul urmitoarelor pro-
cese elementare in cimpul gravitational al black-hole-urilor miei :

'r:°-—>2vy
w2y, m b T mhy
ﬂn,lﬂ—i—ﬂz—’ﬁ |

ni—vgi—}—v —»ei—}—2vu

Formula (77) prezentatﬁ, mai sus suferd modlflca.rl in limita cimpului
Kerr extremal (a — GM J¢?), precum si in cazul unei interactii suplimentare
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electromagnetice .intre sarcina corpului Kerr gi cea a particulei. In
ultimul caz:

AE,, __ _hac (4GMy + eQ)(GpM + Q)3 an
pe? 48% : - (He) _

Valoarea relativii a efectului de despicare cvasimagnetici a liniilor
spectrale 2p pentru pioni in cimpul unui black-hole de rotatie (Kerr) con-
stituie : ' ‘

AE,, ( ac?

+ 5,548)-10*4 (78)
ue? GM ‘
Limita din dreapta a intervalului indicat corespunde rotatiei extreme a
unei giduri Kerr cu masa de 7 -10%g.

Mult timp cercetérile de teorie cuanticd in spatii curbe au purtat o
amprentd academici (puteau fi ficute doar ,,de zile mari”). Descoperirea
gaurilor negre stelare [25], precum si posibilitatea existentei unor giuri
negre primordiale (cosmologice) §i a worm-hole-urilor fac ca aceste cerce-
tari si fie dorite.

Recunostinfe. Autorul aduce sincere mul{umiri membrilor seminarului de gravitafie si
astrofizicd al laboratorului de gravitatie 1.G.S.S. pentru discutii fructuoase si interes pentru
‘problemele abordate in acest studiu,
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